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Abstract
This doctoral thesis investigates the optimality and the stability of spacecraft
closed-loop systems for on-o actuator inputs in order to meet the recent high-
maneuverable and agile spacecraft mission requirements. For solving these prob-
lems, Model Predictive Control (MPC) is applied to allow the input constraints
in designing controllers. Although some research works on spacecraft attitude
control using MPC already exist, any practical discussions of nonlinear MPC con-
sidering the actuator nonlinearities have not been made yet. The main purpose
of this thesis is therefore to develop the closed-loop stability conditions for the
simultaneous nonlinearities of models and inputs, optimization algorithms for the
quantized inputs reducing the on-line calculation costs. To this end, this paper
rst investigates the regulation problem of spacecraft with on-o inputs by the
reaction control system (RCS) and clarify that the closed-loop system is input-
to-state stable (ISS) when only RCS is used and it is asymptotically stable (AS)
when RCS are used with reaction wheels (RW) in combination. The stability
condition is newly derived and described by the linear matrix inequality (LMI)
that can be easily solved as the convex solvability problem. Then the results for
regulation are extended to those for the tracking problem that enables the space-
craft to follow the given trajectories. For the purpose, the nonlinear time-varying
relative motion equation is approximated with linear parameter varying (LPV)
system by linearizing around the target trajectory. The optimization method and
the stability condition are further investigated for the LPV model, and it is nally
shown that the tracking control law implemented by RCS with the pulse width
modulation (PWM) makes the closed-loop system ISS or AS. All the ndings in
this thesis are veried theoretically as well as numerically and therefore they have
the practical importance in the future spacecraft development.
On-O入力を用いた宇宙機の非線形姿勢制御へのMPC
の適用に関する研究
阪本 篤志
概要
本研究では宇宙機の非線形運動とアクチュエータが持つ非線形オンオフ特性を
考慮した閉ループの最適化安定化の問題を考える．そしてこの問題の解法として
入力拘束を陽に考慮することのできるモデル予測制御 (MPC)を用いる．MCPを
用いた宇宙機の姿勢制御に関する研究はこれまでにも行われているが，アクチュ
エータとモデルの非線形性を同時に考慮したMPCの実用的な議論はなされてい
ない．これらを用いる上での課題として，非線形性を含めた安定性，量子化入力
による最適化，計算負荷の低減などがある．
1章では本稿の背景・目的を，2章で基礎的な安定性の性質についてまとめ本研
究における問題設定を述べる．3章では基本的なレギュレーション問題について上
記の問題を解決できることを述べ，シミュレーションにより数値検証を行う．は
じめにモデルと入力の非線形性を考慮した閉ループの安定条件を導出する．この
安定条件は線形行列不等式 (LMI)で与えられ，凸可解問題として容易に計算する
ことが可能となる．数値シミュレーションでは複数のスラスタで構成されるリア
クションコントロールシステム (RCS：reaction control system)のみを用いた制御
を考える．アルゴリズムとしては分枝限定法を用いたオンオフ入力による非線形
MPCの最適化を行う．これによって閉ループ系は ISSとはなるが漸近安定にはな
らないこと，RCSとリアクションホイール (RW：reaction wheel)を併用して漸近
安定化が可能であることを示す．
4章では，これを拡張して，宇宙機が与えられた軌道を追従するトラッキング問
題を考える．このとき，宇宙機の運動は目標軌道との誤差モデルとして記述する
ことが可能である．この誤差モデルは非線形時変モデルとなるが，目標軌道回り
で線形化を施せばLPVモデルとして記述することが可能である．ここでは，LPV
モデルを設計に用いた最適化法と安定条件を求める．そして，こうして得られた
トラッキング制御則を RCSで実装するためにパルス幅変調 (PWM：pulse width
modulation)を適用し，オンオフ入力による閉ループの安定性について議論する．
5章は本論文のまとめであり，非線形性を考慮した宇宙機の姿勢制御問題につい
てのまとめと今後の展望について記述する．
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1第1章 序論
1.1 研究背景と研究目的
近年，国家だけでなく民間レベルでのロケットの打ち上げが計画されるなど宇
宙開発は注目を浴びている．そしてそのミッションも急速に高度化している．例え
ば，日本の宇宙ステーション補給機「こうのとり」(HTV)(図 1.1)では技術試験衛
星VII型などで培われた技術をもとに 10ｍの距離でランデブーを行い国際宇宙ス
テーションへの補給を実現している．2016年 12月 9日に打ち上げられたHTVの
ミッションには，スペースデブリの除去に関わる実証実験「KITE（カイト）」が
計画されており，さらなる進展が期待されている．また，観測ミッションにおい
ても高度化が進んでおりその要求は厳しくなっている．ASTRO-G(図 1.2)では大
気の揺らぎなどによって生じる位相のずれを補正しながら観測する位相補償観測
が計画されていた．これには較正天体と観測天体を高速に切り替えて観測を行う
高速スイッチング観測 (スイッチングマヌーバ)が必要となる．
このようにスペースデブリの回収やランデブーやドッキングなど，飛翔体を追
従するミッションや高度な観測ミッションにおいては高速かつ大角度の姿勢変更
が要求され，実現のためには非線形制御理論だけでなく大出力のアクチュエータ
が必要となる．宇宙機の姿勢変更用アクチュエータは内力アクチュエータと外力
アクチュエータに大別される [1]．内力アクチュエータにはリアクションホイール
(RW)やコントロールモーメントジャイロ (CMG)があり，外部アクチュエータに
はリアクションコントロールシステム（RCS）や磁器トルカが存在する．RWは内
部のロータをモータにより加減速させ，回転数を制御することによって制御トル
クを発生させるアクチュエータである．その特徴として，モータによる回転数で
制御するため高精度の姿勢制御には適している一方，最大発生トルクが小さいた
め容易に飽和するという欠点を持っている．CMGは一定速度で回転するロータを
ジンバルで支持し，そのジンバルを回転させることにより，トルクを得る装置で
ある．CMGはRWに比べて大きな出力を発生させることが可能であるが，特異点
が存在し，これを避ける必要があるため駆動則が複雑になる．磁器トルカは地球
磁場とコイルに電流を流すことで発生させる磁気モーメントが発生するトルクを
利用するシステムであり，発生トルクが小さいという欠点を持つ．RCSは複数の
スラスタを組み合わせて姿勢制御を行うシステムである．通常姿勢制御に用いら
れる化学式スラスタは高圧のガスを高速で噴射し，その反作用で推力を得るもの
であり比較的単純な構造をしながら高いトルクを出力することが可能であるがそ
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図 1.1 HTV(c)JAXA
図 1.2 ASTRO-G(c)JAXA
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の出力はオンオフの組み合わせによる量子的な入力となる．
本稿では，高速・大角度の姿勢変更を考えるため，これらのうち単純な構造であ
りながら大出力を出すことのできるRCSの利用を考える．RCSは安価であり高出
力を出力することができるが出力がオンオフになるという欠点もある．また，高
速・大角度の姿勢変更では大きなトルク入力が必要となるため，その入力は飽和し
やすくなる．このうち，アクチュエータの入力飽和についてはアンチワインドアッ
プの適用などの研究例はある [2]．しかし本論文では飽和による非線形入力特性ば
かりでなくRCSが発生するオンオフ特性も考慮しなければならない．そのために
種々の入力拘束を設計時に陽に考慮できるMPCの適用を考える．MPCは 1970年
代に化学プラントにおいて石油精製,石油化学,化学プロセスの制御などとして使
用されてきた．それ以降発電プラント,空調制御,防衛産業,医療システム,剛体の
運動制御,船舶，自動車産業などへの応用が進んでいる [3][4][5][6][7]．文献 [8]にお
いては除振台に対して電磁弁を用いたオンオフ入力を想定したMPCが適用され
ている．もちろん宇宙機に対してMPCが適用された例はこれまでにもある．ただ
し，それらは緩やな軌道追従や軌道変換などのゆっくりと変動するもの [9][10]や
小型の宇宙機に対して高精度な姿勢制御を行うもの [11][12]がほとんどであり，ア
クチュエータとモデルの非線形性を同時に考慮したMPCの実用的な議論は行わ
れていない．そこで本稿では，はじめに基本的なレギュレーション問題に対して，
モデルと入力の非線形性を考慮した閉ループの安定条件を導出する．この安定条
件は線形行列不等式 (LMI)で与えられ，凸可解問題として容易に計算することが
可能となる．数値シミュレーションではRCS単体を用いた方法を考える．アルゴ
リズムとしては分枝限定法を用いた量子化入力による非線形MPC，PWM変調を
用いた非線形MPCの結果示す．ただし，これらの制御は ISSとはなるが漸近安定
にはならない．この問題解決のためにRCSとRWを併用して漸近安定化が可能で
あることを示す．また，次にこの問題の応用としてトラッキング問題を考える．宇
宙機のミッションでは具体的な軌道を事前に得ることができその軌道に追従する
トラッキング問題となる場合も多い．このような場合，宇宙機の運動は目標軌道
との誤差モデルとして記述することが可能である．この誤差モデルは非線形モデ
ルとして求められるが，目標軌道回りで線形化を施せば LPVモデルとして記述す
ることも可能である．ここではまず非線形モデル・LPVモデルどちらの場合も安
定化が可能であることを示す．そして数値シミュレーションではRCSにパルス幅
変調 (PWM)を行うことで良好なトラッキングが可能であることを示し，安定性
について検討を加える．そして非線形モデルと LPVモデルの比較を行い LPVモ
デルにおいても良好な制御ができ，計算負荷の低減も可能であることを示す．
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1.2 本論文の構成
1章では本稿の背景・目的を，2章で基礎的な安定性の性質についてまとめ本研
究における問題設定を述べる．3章では基本的なレギュレーション問題について上
記の問題を解決できることを述べ，シミュレーションにより数値検証を行う．は
じめにモデルと入力の非線形性を考慮した閉ループの安定条件を導出する．この
安定条件は線形行列不等式 (LMI)で与えられ，凸可解問題として容易に計算する
ことが可能となる．数値シミュレーションでは複数のスラスタで構成されるリア
クションコントロールシステム (RCS：reaction control system)のみを用いた制御
を考える．アルゴリズムとしては分枝限定法を用いたオンオフ入力による非線形
MPCの最適化を行う．これによって閉ループ系は ISSとはなるが漸近安定にはな
らないこと，RCSとリアクションホイール (RW：reaction wheel)を併用して漸近
安定化が可能であることを示す．
4章では，これを拡張して，宇宙機が与えられた軌道を追従するトラッキング問
題を考える．このとき，宇宙機の運動は目標軌道との誤差モデルとして記述する
ことが可能である．この誤差モデルは非線形時変モデルとなるが，目標軌道回り
で線形化を施せばLPVモデルとして記述することが可能である．ここでは，LPV
モデルを設計に用いた最適化法と安定条件を求める．そして，こうして得られた
トラッキング制御則を RCSで実装するためにパルス幅変調 (PWM：pulse width
modulation)を適用し，オンオフ入力による閉ループの安定性について議論する．
5章は本論文のまとめであり，非線形性を考慮した宇宙機の姿勢制御問題につい
てのまとめと今後の展望について記述する．　
5第2章 問題設定
2.1 まえがき
本論文では宇宙機の高速・大角度の姿勢変更ミッションに対しMPCを適用する．
そこで，本章では本論文において扱う記号を定義する．そして宇宙機の運動方程式
を導出する．また，MPCを用いる上で必要となるモデルの離散化，非線形MPC
の概要と安定性について記述する．その上で本論文で議論する問題を設定する．
2.2 記号の定義
本文中で用いる主な記号は以下のとおりである．ただし，aはベクトル，Aは行
列を表す．Aが対称行列のとき，A > 0 (A  0)は正定行列 (半正定行列) であり
A > B (A  B)はA B > 0 (A B  0)と等価である．
a (aT )：複素共役転置 (転置)
a:ベクトル積を表す歪対称行列
jaj:ユーグリッドノルム
AT :転置行列
jAj:誘導ノルム
min(A):最小固有値
(A):スペクトル半径
In:n次の単位行列
R:実数の集合
R+:正実数の集合
Rn:実数ベクトルの集合
Z:整数の集合
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Z+:正整数の集合
X:状態拘束の集合
U:入力拘束の集合
XN  X：最適化問題が解をもつ状態量の集合
Xf  X：予測終端状態量の集合
2.3 宇宙機モデルの状態方程式
ここでは本稿で扱う剛体宇宙機モデルについて述べる．剛体宇宙機の運動方程
式を機体固定の座標系 fbgで表現すると次式のようになる [13].
　 J _!(t) + !(t)J!(t) = (t) (2.1)
　 _"(t) = 1
2
 
"(t) + (t)I3

!(t); _(t) =  1
2
"T (t)!(t): (2.2)
ただし ! 2 R3は角速度ベクトル，J 2 R33は慣性モーメント行列， 2 R3はア
クチュエータによるトルク入力ベクトルを表す．" 2 R3， 2 Rは姿勢角を表す
クォータニオンである．高速・大角度の姿勢変更の場合，オイラー角での表現では
特異点による姿勢角の発散が考えられる．そのため姿勢角をクォータニオンによ
る表現をしている．クォータニオンは恒等式 "T "+ 2 = 1を満たすので変数 を，
正符号を持つものと定めれば，"を与えることで一意に得られる [13]．ここで状態
変数を x(t) = ["(t)T !(t)T ]T とし，トルク入力を u(t) = (t)とおくと，式 (2.1),
(2.2) は次式で表現できる．
_x(t) = fc(x(t)) +Bcu(t) (2.3)
fc(x(t)) =
"
1
2
("(t) + (t)I3)!(t)
 J 1!(t)J!(t)
#
B =
"
0
J 1
#
(2.4)
2.4 宇宙機モデルの離散化
本稿では 2.3で求めた宇宙機モデルに対して標準的なモデル予測制御の適用を考
える [14]．モデル予測制御はサンプリング時間ごとに予測ステップ数分の未来の状
態を予測し，その中で目的関数を最小にするような入力を探す手法である．よっ
て，式 (2.3)を連続時間状態方程式ではなく離散時間状態方程式にて表現する必要
がある．サンプリング周期を T (s)とし，関数 fc(x(t))は x(t) 2 Xにおいてリプ
シッツ条件を満たすとすると，各サンプル時刻での状態量は次のように記述でき
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る [15]．
x((k + 1)T ) = x(kT ) +
Z (k+1)T
kT
[fc(x(t)) +Bcu(t)] dt (2.5)
ここでサンプリングステップ k 2 f0g [ Z+における状態量を xk := x(kT )とする．
入力の零次ホールドを仮定し，定積分をオイラー近似することによって，次の離
散時間非線形状態方程式を得る [16]．
xk+1 = f(xk) +Buk (2.6)
f(xk) =
"
I3
1
2
T
 
kI3 + "

k

0 I3   TJ 1!k J
#
xk; B =
"
0
TJ 1
#
: (2.7)
宇宙機の制御を考える場合，与える入力には上限がありそれを拘束 uk 2 U で表
現する．ただし，集合Uは閉集合かつ有界であることからコンパクト集合となる．
また状態量 x(k)は直接観測可能であると仮定する．
2.5 モデル予測制御の概要
モデル予測制御はサンプリング時間ごとに予測ステップ数分の未来の状態を予
測し，その中で目的関数を最小にするような入力を探す手法である．そこでまず
はじめに目的関数を設定する．本稿で扱うモデル予測制御の目的関数を次式で定
義する．
VN(x;u) = Vf (xN) +
N 1X
j=0
L(xj; uj) (2.8)
ここで，予測ステップ数をNとする．つまり，モデル予測制御における予測時間は
サンプリング周期との積TN (s)となる．初期状態量をx := x0，予測終端状態量を
xN 2 Xf とし状態量の予測に用いる入力列を u (x) = fu0(x); u1(x);    ; uN 1(x)g
とおく．また，ステージコストL() > 0と終端コスト Vf () > 0は次のような二次
形式で設定する．
L(xj; uj) := x
T
j Qxj + u
T
j Ruj; Vf (xN) := x
T
NPxN : (2.9)
重み行列Q > 0，R > 0はそれぞれ状態量と制御入力の重みづけに使用されるも
のであり，ミッションで要求される制御要求に従って適切に設定する．終端コス
ト P > 0はモデル予測制御における閉ループ系の安定性を保証するために導入し
た．本稿ではこの P の具体的な設計方法について述べる．モデル予測制御では目
的関数を最小にする入力を決定するために次の最適化問題を解く．
PN(x) : V oN(x) = min
u
fVN(x;u) j u 2 U; xN 2 Xf g (2.10)
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これにより，入力拘束と状態拘束を満足しながら，目的関数を最小にする最適入
力列 uo(x)とその入力列により求められる最適軌道 xo(x)を次のように与える．
uo(x) =

uo0(x); u
o
1(x);    ; uoN 1(x)
	
; (2.11)
xo(x) = fx; xo1(x);    ; xoN(x)g (2.12)
この最適入力列うち第一項である u(x) := uo0(x) 2 Uをシステムに印加する．この
入力はシステムを次ステップの状態へ駆動する．そして，次のサンプル時間にお
いても同様に式 (2.10)の最適化問題を解きこの操作を繰り返す．このようにモデ
ル予測制御はサンプル時間ごとに予測時間分の情報を計算し最適化する計算手法
である [17]．モデル予測制御を用いた制御則の設計には閉ループの安定性を保証す
るために終端コストを適切に設計する必要がある．また，最適化問題PN(x)を解
くための最適化アルゴリズムの構築も重要な課題である．
2.6 非線形システムへの対応
本稿では非線形モデル予測制御の安定条件を導出する．そのためには，まずは
じめに一般的な非線形システムの安定性に関する条件を述べ，次にモデル予測制
御に拡張した場合に生じる問題点についてまとめる [14][18]．
2.6.1 入力状態安定
ここでは非線形MPCの安定性を考えるうえで必要となる入力状態安定性（ISS;
input-to-state stable）について述べる．
定義 2.1
外乱を持つ非線形システム xk+1 = f(xk; wk)を考える．外乱 wk がすべての k 2
f0g [ Z+について有界であり次の条件を満たすときシステムは ISS（入力状態安
定）であるという．
jxk+1j  (jx0j; k) + (jjwkjj); 8xk 2 Rn; 8wk 2 Rm (2.13)
ここで，()はクラスKL関数であり，()はクラスK関数である．また，jjwkjj
は jjwkjj＝ supk0 jwkjである．
定義 2.2
状態拘束 xk 2 Xと上界を持つ外乱において，X! R+とする関数 V を考える．次
の条件を満たす関数 V のことを ISSリアプノフ関数という．
1(jxkj)  V (xk)  2(jxkj) (2.14)
V (f(xk; wk))  V (xk)   3(jxkj) + (jwkj) (2.15)
8xk 2 X; 8wk 2W (2.16)
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ここで，1(); 2(); 3() はクラスK1関数であり，()はクラスK関数である．
定理 2.1
状態拘束 xk 2 Xと上界を持つ外乱wk 2Wを有するシステム xk+1 = f(xk; wk)に
おいて ISSリアプノフ関数 V (xk) が存在するとき，システムは ISSとなる．
証明
文献 [18]を参照．
系 2.1
集合Xにおいて ISS条件を満たすシステム xk+1 = f(xk; wk)を考える．このとき
すべての k 2 f0g [ Z+ において外乱 wk が存在しなければシステムは漸近安定
(asymptotically stable)となる．
証明
文献 [14]の 2章および付録Bを参照．
以上の定義と定理から非線形システムにおいて ISSリアプノフ関数の条件を満
たす関数 V を見つけることができればシステムの安定性が保証されることがわか
る．本稿ではこの手法をOn-O入力をもつ非線形モデル予測制御への適用しシス
テムの安定性を保証する．
2.6.2 非線形MPCの安定性
ここでは非線形MPCの安定性の基本的な考え方と証明するうえで議論すべき
点についてまとめる．本稿で述べる非線形モデル予測制御の安定性は目的関数
VN(x;u)が ISSリアプノフ関数の条件を満たすことを示し証明する．最適化問題
PN(x)によって得られた解 V oN(x)と次ステップの最適解 V oN(x+) を定義 2.2の式
(2.15)の左辺へ代入すれば次となる．
V oN(x
+)  V oN(x) = Vf (xoN+1)  Vf (xoN) +
N 1X
j=0
 
L(xoj+1; u
o
j+1)  L(xj; uoj)

= Vf (x
o
N+1)  Vf (xoN) + L(xoN ; uoN)  L(x; uo0) (2.17)
安定性の証明には上式が式 (2.15)を満たす条件を導くことが必要となる．しかし，
xoN+1は最適化入力 uoN によって求められる値であり，その最適化入力 uoN は x+を
初期値とした最適化問題を解いたときに得られる最適入力であるため，PN(x)の
安定性を議論するときにその値を用いることは不可能である．よって最適解では
ないが安定条件を満たす終端入力 uN を別途設計する必要がある．uN の設計には，
問題に合わせたモデル特性や入力の非線形性の考慮が必要であり，その設計方法
は各問題ごとに記述する．
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2.7 問題設定
本研究ではオンオフアクチュエータであるRCSを用いて宇宙機の非線形姿勢制
御問題を考える．そして，MPCを用いてその安定条件を導出し，制御系の設計方
法についても議論する．またMPCでの安定性を議論するためには予測終端条件
Xf が入力により安定性を保証することが出来る領域に入っている必要があるが，
そのためには十分な予測区間が必要となる．この制約のため適用することのでき
る問題が減少や，計算コストが増大といった問題が発生する．こういった問題に
対して本研究ではトラッキング制御問題への拡張することで解決を試みる．目標
軌道への追従させるトラッキング制御問題と考えることで目標軌道との誤差が大
きくならなければ通常では予測終端条件Xf を満たさない問題に対してもMPCに
よる制御系の設計が可能となることを示す．また，目標軌道近傍であれば宇宙機
のシステムは LPVモデルと考えられることを示し，計算コストの低減を試みる．
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第3章 レギュレーション問題への適用
3.1 まえがき
前章では一般的な非線形モデル予測制御とその安定性について述べた．ここで
はアクチュエータの非線形性を考慮したレギュレーション問題に対する安定性の条
件を与える．そして最適化アルゴリズムを提案し，シミュレーションで検証する．
3.2 安定条件の導出
2章で紹介した宇宙機モデルを用いたレギュレーション問題をモデル予測制御に
よって解決する．最適化問題PN(x)の最適解の存在条件は入力拘束Uがコンパク
ト集合でその入力 uについて目的関数 VN(x;u)が連続であることである [14]．こ
こではこの最適化問題の解集合XN  Xにおいて安定となる条件を導出する．
アクチュエータのOn-O入力は理想的な入力に対して加法的外乱入力が加わっ
たものとして表すことができる．このことを考慮すれば式 (2.6)は次式で表すこと
ができる．
xk+1 = f(xk) + B (uk(xk) + wk) (3.1)
ただしwk 2Wは加法的外乱入力を表す．Wはアクチュエータの出力には上限が
あることから原点を含むコンパクト集合となる．式 (3.1)が任意の初期値x0 2 Xに
対して xk ! 0 (k ! 1)となる解を持つならばレギュレーション問題は達成され
る．このレギュレーション問題を考えたとき式 (3.1)が安定となる条件を導出する．
3.2.1 モデル予測制御による安定性の保証
ここでは，On-O入力を加法的外乱ととらえた離散状態方程式 (3.1)に対して
2章における非線形MPCの安定定理を満足する条件を導くことによってシステ
ムの安定性を議論する．本稿では，式 (2.10)で定義した値関数 V oN(x)が ISSリア
プノフ関数であることを示すことでシステムの安定性を保証する．そのために，
V oN(x)が式 (2.15)の条件を条件を導出する．ここで，初期値を xとしてシステム
に式 (2.11)の入力 uo0(x)を印加して得られる次ステップでの状態量を x+とする．
式 (2.15)の左辺は x+ を初期値とした最適化問題 P(x+)を解いて得られる値関
数 V oN(x+)と V oN(x)の差分となる．しかし，次ステップの最適化問題の解を用い
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ることは困難であるので，V oN(x+) < VN(x+; ~u)を満足する値関数 VN(x+; ~u)を
定義し，VN(x+; ~u)と V oN(x)を用いて式 (2.15)を満足する条件を導出する，ただ
し，~u = uo1(x);    ; uoN 1(x); uN(x)	である．uN は終端入力であり，入力拘束
uN 2 Uを満足する中で自由に設計可能な入力である [17]．以上により仮定 3.1の
もとで得られる安定条件を補題 3.1に示す．
仮定 3.1
終端入力 uN は uN(xN) 2 U; xN 2 Xf を満足し，終端外乱入力はwN 2Wを満足
するものとする．ただし終端での入力拘束Uと外乱入力拘束Wは原点を含むコン
パクト集合である．また，終端での状態拘束Xf は 0 2 Xf  Xとなる制御不変集
合とする．
補題 3.1
値関数 V oN(x)は仮定 3.1を満足し，全ての終端状態量 xN 2 Xf に対して次式を満
足し，入力拘束を満たす終端入力 uN(xN) 2 Uが存在するものとする．
Vf (xN+1)  Vf (xN) + L(xN ; uN)   (jxN j) + (jwN j) (3.2)
このとき V oN(x)は ISSリアプノフ関数となり，閉ループ系 (3.1)は有界なwk 2W
に対して ISSとなる．また，wkが系 2.1の条件を満たすとき式 (3.1)は漸近安定に
なる．ここで，xN+1は式 (3.1)で k = N としたときの状態量であり，()はK1
関数，()はK関数である．
証明
入力列 ~u := fuo1;    ; uoN 1; uNgを定義する．ここで uN は入力拘束を満たすが必
ずしも最適ではない終端入力とする．初期状態量を x+とし，入力列列 ~uを用いた
場合，目的関数 (2.8) は次のようになる．
VN(x
+; ~u) = Vf (xN+1) +
N 1X
j=1
L(xoj ; u
o
j) + L(x
o
N ; uN) (3.3)
式 (3.3)と式 (2.10)の最適化問題を解いて得られる値関数 V oN(x)との差をとれば
両式に共通な部分が削除され次となる．
VN(x
+; ~u)  V oN(x) = VN(x+; ~u)  Vf (xoN) 
N 1X
j=0
L(xoj ; u
o
j)
= Vf (xN+1)  Vf (xoN) + L(xoN ; uN)  L(x; uo0)
 Vf (xN+1)  Vf (xoN) + L(xoN ; uN) (3.4)
ただし不等式条件導出のために，条件L() > 0を用いた．全ての終端状態量xN 2 Xf
に対して式 (3.2)を満足し，入力拘束を満たす終端入力 uN(xN) 2 Uが存在すれば，
VN(x
+; ~u)  V oN(x)   (jxN j) + (jwN j): (3.5)
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ここで，最適解 V oN(x+)は V oN(x+) = VN(x+;uo)  VN(x+; ~u) を満たすため次式が
成り立つ．
V oN(x
+)  V oN(x)   (jxN j) + (jwN j) (3.6)
よって V oN(x)は ISSリアプノフ関数となり，定理 2.1より閉ループ系 (3.1)は有界
なwk 2Wに対して ISSとなる．また，wkが系 2.1の条件を満たすとき式 (3.1)は
漸近安定になる．
以上から，目的関数 (2.9)を用いてMPCによる閉ループ系の安定性を保証する
ためには，不等式条件 (3.2)を満足する終端コスト行列P を設計すればよいことが
わかる．これに対し入力飽和を持つ線形時不変システムに対するMPCの安定性に
ついてはリアプノフ方程式 [20]やリッカチ方程式 [21]の正定解を終端コスト行列
P とする議論が既になされいる．また，入力飽和を持つ非線形システムについて
も議論はされているが [14][16]，その具体的な設計方法は確立されていない．
3.2.2 アクチュエータの非線形性を考慮した安定条件の導出
ここでは，宇宙機のモデルとアクチュエータが持つ非線形性を考慮したMPCの
閉ループ系に対する安定条件を導出する．まずはじめに，宇宙機の状態方程式 (2.6)
を次のように定数部分とその摂動部分として考える．
xk+1 = (A+(xk))xk +Buk (3.7)
ただし，定数行列A := [@f(xk)=@xk]xk=0と摂動項(xk)は次式となる．
A =
"
I3
1
2
TI3
0 I3
#
; (xk) =
"
0 1
2
T
 
(k   1)I3 + "k

0   TJ 1!k J
#
: (3.8)
ここで，慣性モーメント行列 J は正定行列であり，摂動がないのシステム (A;B)
は可制御となる．予測ステップ数 N を十分に大きく取り，最適化問題 PN(x)(式
(2.10))を解けば終端状態量 xN は平衡点近傍へ到達可能であるとする [17]．システ
ム (3.7)のMPCによる安定性を保証するために，終端コスト行列P が満たすべき
条件を求めるために次の仮定と定理を設定する．
仮定 3.2
最適化問題PN(x)の解より得られる予測終端状態 xN 2 Xf はモデルの摂動の条件
j(xN)j   を満たす．
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定理 3.1
最適化問題PN(x)の終端入力を uN = KxN + wN とおく．ただし，終端入力は入
力拘束 uN 2 U，状態拘束 xN 2 Xf，外乱入力拘束wN 2Wを満たす．そして仮定
3.2を満たす全ての  > 0に対して次の不等式条件を考える．
(A+BK)TP (A+BK)  P +Q+KTRK   P (3.9)
不等式条件 (3.9)を満足する終端コスト行列 P > 0と終端入力係数行列Kと正数
0 < () < 1が存在するならば，この P を終端コスト行列と設定したMPCの閉
ループ系 (3.1)は最適化問題の解空間XN において ISSとなる．
証明
終端入力を uN(xN) = KxN + wN と与える．ただし，Kは定数行列であり UN は
入力拘束 uN 2 Uを満たす．この終端入力と式 (3.7)で定義した状態方程式を補題
3.1の条件式 (3.2)の左辺に代入し，定義 3.1の関係を使い整理すれば次となる．
Vf + L(xN ; uN) = ((Ac` +)xN +BwN)
T P ((Ac` +)xN +BwN)
  xTNPxN + xTNQxN + (KxN + wN)T R (KxN + wN)
  xTNPxN + xTN
 
2TPAc` +
TP

xN + 2w
T
N 
BTP (Ac` +) +RK

xN + w
T
N
 
BTPB +R

wN (3.10)
Vfはステップ数N，N+1の終端コストの差分Vf (xN+1) Vf (xN)であり，Ac` :=
A + BK とする．ここで仮定 3.2を用いて各係数の最大値を考えれば次の不等式
が成り立つ．
Vf + L(xN ; uN)  ( a+ b) jxN j2 + cjwN j2 + djxN jjwN j (3.11)
a = min(P )
b = jP j(2 + 2jAc`j)
c = (jBj2jP j+ jRj)
d = 2 (jBjjP j(jAc`j+ ) + jRjjKj)
jxN jjwN jに着目し，式 (3.11)の右辺を平方完成すれば
Vf + L(xN ; uN)   

1
2
a   b

jxN j2
  1
2
a

jxN j   d
a
jwN j
2
+

1
2a
d2 + c

jwN j2
  

1
2
a   b

jxN j2 +

1
2a
d2 + c

jwN j2 (3.12)
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式 (3.12)が次の条件式を満たすとき補題 3.1を満足する．
 >
2b
a
=
2
min(P )
jP j(2 + 2jAc`j) (3.13)
したがって，定理 3.1の式 (3.9)を満たす終端コスト行列 P > 0を用いた値関数
V oN(x)は ISSリアプノフ関数であり，閉ループ系は ISSである．
次に定理 3.1に関係する重要な性質を系 3.1と系 3.2にまとめる．
系 3.1
定理 3.1の条件式 (3.9)において，Q > 0, R > 0であることからQ，Rの関係項を
消去した次式が成立する．
(A+BK)TP (A+BK)  (1  )P < 0 (3.14)
(A;B)は可制御であるため，式 (3.14)は行列A+BKの全ての固有値が，原点を
中心とした半径 (1  )1=2の内部に存在することと等価である．つまり，そのスペ
クトル半径は (A+BK) < (1  )を満たす．
証明
行列 Ac` = A + BK としたとき，その固有値と固有ベクトルをそれぞれ ，vと
おく．つまりAc`v = vとなる．この条件を式 (3.14)に代入し整理すれば ( 
(1  ))vPv < 0 を得る．これにより行列A+BKの全ての固有値が，原点を中
心とした半径 (1  )1=2の内部に存在する．
系 3.2
0 <  < 1を満足する が与えられたとき定理3.1の条件式の解P ,Kは次の線形行
列不等式（LMI:linear matrix inequality）を解くことにより求めることが出来る．
X > 0;
26664
X XAT + Y TBT X Y T
 X 0 0
  Q 1 0
   R 1
37775 > 0 (3.15)
ただし，P = X 1，K = Y X 1であり， := 1  とした．また，対称となる行
列の要素は を用いて省略した．
証明
定理 3.1の条件式に対し，同値変換と変数変換を行い Schurの補題を適用すると
得られる [22]．
注意 3.1
定理3.1のパラメータ に対する条件式 (3.13)は，システムの非線形性を摂動とし
て表した のみで定まるものであり，外乱wkとは独立である．制御対象が線形シス
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テムとなる場合は摂動はなくなり  = 0となる．この時の条件式 (3.13)は > 0とな
りすべてので条件を満たす [23]．よって系3.1で示したスペクトル半径は，線形シ
ステムの閉ループ行列Ac`に対して，安定余裕
p
1  ; 0 <  < 1を与えているこ
とがわかる．また，入力外乱が存在しないときwk  0; 8k 2 f0g[Z+となり，その
終端入力はuN = KxNとなる．ここでの係数行列をK =  
 
BTPB +R
 1
BTPA
とすると，定理 3.1の条件式 (3.9)より次のリッカチ不等式が導出される．
ATPA  P   ATPB  R +BTPB 1BTPA+Q < 0 (3.16)
これは線形MPCの漸近安定条件として知られている [21]．式 (3.9)は式 (3.16)を
含むことから，線形MPCの条件を入力外乱をもつ非線形システムに一般化したも
のである．以上より本稿では によりモデルの非線形性による摂動項に対してロ
バスト安定性を保証しており，条件式 (3.9)により入力外乱に対する安定性を保証
していることがわかる．
注意 3.2
終端コスト (2.9)の終端コスト行列 P の設計手順を以下のようにまとめる．
1.予測ステップ数N，サンプリング周期 T および摂動として表したモデルの非
線形項の上限値 を定める．ただし，オンライン最適化の計算負荷が実時間
以内に収まるように注意する．
2. の初期値を0 <  < 1の範囲で任意に設定し，P > 0の条件のもとLMI(3.15)
を解いて P を求める．
3.最適化問題 PN(x)を解き，その解が入力拘束 uN 2 U(仮定 3.1)と状態拘束
xN 2 Xf を満たしているかを判別する．
4.ステップ 3が条件を満たさないときは を増加させてステップ 2に戻り，終端
コスト行列 P を再び設計する．
5.もし条件 0 <  < 1を満たす が存在しなければ，ステップ 1に戻りN，T を
調整することで上限値 を小さくし再計算する．
具体的な設計方法の例を次に示す．ステップ 1にてMPCの搭載計算機のスペッ
クを考慮し，最適化計算の負荷が実時間で収まるような予測ステップ数N を設定
し を定める．ステップ 2ではまずはじめに を微小な値に設定しLMI(3.15)を解
く．条件を満たす解が存在しないときは を増加させる．ステップ 3ではステップ
2で得られた解が終端入力拘束を満たすか判別する．終端入力 uN(xN) = KxN の
定数ゲインKは の増加とともに増大するため，非線形項による摂動(xN)との
トレードオフになる．ステップ 4に従いステップ 3でNGとなった場合は計算を繰
り返し，が 0 <  < 1の範囲で解を持たない場合は，ステップ 5に従いステップ
１に戻り最適化計算がオンラインで計算可能な範囲において予測時間 T N を延
ばし上限値 を小さくし再計算を行う．
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図 3.1 アクチュエータの構造:RW（左），RCS(右).
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図 3.2 アクチュエータの非線形性:入力飽和 (左),三値の量子化入力 (右).
3.2.3 アクチュエータの特性を含めた安定性
これまでに述べた安定条件を具体的なアクチュエータの特性を考慮した条件に
拡張する．本稿では RW（リアクションホイール），RCS（リアクションコント
ロールシステム）およびそれらを併用した場合のMPCの閉ループ安定性について
議論する．
3.2.3.1 RW（リアクションホイール）を用いた場合の安定性
RWは図 3.1 の左図に示すように宇宙機の機体固定座標系の直交三軸周りに設置
されているものとする．RWは自身の角運動量の時間変化によって制御トルクを得
る．本来ならばその角運動量によるジャイロ剛性も宇宙機の姿勢へ影響するが宇
宙機全体としてみた場合，影響が十分小さいため無視する．各軸ともに同出力の
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RWが設置されているとし，その各軸まわりの入力とその特性は次式で表される．
k(uk(i)) =
(
us(i) sgn(uk(i)) juk(i)j > us(i)
uk(i) juk(i)j  us(i)
(3.17)
ただし，k(i); i = 1; 2; 3である．図 3.2の左図で示すように，入力には最大発生
トルク us(i)と最小発生トルク us(i)が存在する．これにより終端入力 N(uN) =
KxN 2 Uが成り立つ領域において，定理 3.1と系 2.1より閉ループ系は漸近安定
となる．
3.2.3.2 RCS（リアクションコントロールシステム）を用いた場合の安定性
RCSは図 3.1の右図のように機体固定座標系の直行三軸周りに６組配置する．１
組のスラスタは２つのスラスタを左右対称に配置したもので，この組み合わせに
より宇宙機の並進方向への推力を発生させることなく三軸の姿勢制御を行うこと
が可能となる．このとき各軸周の入力特性は次式で表される．
k(uk(i)) = f uq(i); 0; uq(i)g (3.18)
ただし，k(i) (i = 1; 2; 3)である．図3.2の右図に示すように，最大発生トルク us(i)
と最小発生トルク us(i)を持つ三値の量子化入力となる．これにより終端入力は
量子化誤差 Nを持つと考えれば N(uN) = KxN+Nと表現できる．量子化誤差の
大きさは Nは最大発生トルクを超えることはないため，jk(i)j  uq(i) (i = 1; 2; 3)
を満たす．N を加法的入力外乱wkと考えれば，wkはすべての k 2 f0g [Z+で有
界である．よって，定理 3.1により閉ループ系は ISSとなる．
3.2.3.3 RCSとRWを組み合わせた場合の安定性
ここでは 3.2.3.1節と 3.2.3.2節で述べたRCSとRWを組み合わせて使用した場
合の安定性を考察する．一般に RCSの出力は RWの出力より大きいため全ての
軸において us(i) < uq(i)を満たす．RCSのみを使用したモデル予測制御は 3.2.3.2
節によりシステムを ISSとすることがわかる．このときの入力外乱 wk は有界で
あることから，最適化問題を解いた場合の解軌道 xk (k 2 f0g [ Z+) は有限時間
の間に集合 Xd = fx j V oN(x) < dgの内部に入り，その中にとどまる．この不変
集合Xdの中においてRCSの最適入力を零とするような原点を含むその近傍領域
Xe = fx j jxj < e(d)gが存在する．このとき 3.2.3.2節で述べたRWを用いた最適
化問題PN(x)の解が原点近傍領域Xeにおいて仮定 3.1に示す終端入力の条件を満
たす出力を持つとき，補題 3.1より閉ループ系は漸近安定となる．
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3.3 最適化アルゴリズム
前節までに宇宙機で用いられるアクチュエータ RCSと RWおよびその組み合
わせに対してモデル予測制御を使用した際の安定性について検討した．ここでは
その結果を踏まえ最適性について述べ，最適化を施したことによって得られる制
御性能について評価する．まずはじめに前節と同様にRCS，RWおよびそれらを
併用した入力の三つの場合において安定条件を満たしたうえで最適化アルゴリズ
ムをそれぞれ導出し，その制御性能を数値シミュレーションにて検証する．数値
シミュレーションでの姿勢角の表現は特異点を回避するために式 (2.2)で定義した
クォータニオンを用いているが，その結果の表示には視覚的なわかりやすさを考
慮し，1 2 3系のオイラー角 (， )に変換して表示する．また数値シミュレー
ションにて扱うモデルは電波天文観測衛星を想定している [24]．衛星の慣性モーメ
ント行列は次となる．
J =
2647050   0:536 43:9 2390 1640
  6130
375 (kg m2): (3.19)
制御ミッションとして高速に姿勢変更を繰り返すスイッチングマヌーバを与え
る [25]．今回の目標角度はピッチ軸，ヨー軸まわりの目標角度は固定し r  0,
 r  0とする．ロール軸には目標角度を設定し，その角度を 80(s)ごとに繰り
返し変更する問題を考える．まず最適化の前に定理 3.1を満足する終端コスト
行列 P の計算に必要な設計パラメータを決定する．目的関数の重み行列を Q =
block-diag [100 I3; I3] ; R = 10 3I3とし，サンプリング周期をT = 3(s)，予
測ステップ数をN = 7と設定する．今回のミッションでは 80(s)ごとに目標値が切
り替わる．つまり，その切り替わりのタイミングで目標値との誤差ノルム j(xk)j
は最大値となる．切り替わりのタイミングを想定して初期値場合の初期値と予測
時間 (N  T = 21 (s))が経過した後の終端状態量 xN を次のように設定する．
[(0); (0);  (0)] = [60 0 0] (deg) (3.20)
!(0) = [0 0 0] (deg=s) (3.21)
[(N); (N);  (N)] = [0:5 0:1 0:1] (deg) (3.22)
!(N) = [0:1 0:1 0:1] (deg/s) (3.23)
式 (3.8)より(xN)のノルム上限値を計算すれば  = 0:0113と得られる．ここで
設定した終端領域Xf は xN の各要素の絶対値が式 (3.22)(3.23)で設定した要素の
絶対値を下回っている領域である．(例えば (N)の終端領域は j(N)j  0:5 (deg)
を満たす領域である．) 以上の設計パラメータを用いて注意 3.2に従って繰り返し
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計算を行い終端コスト行列 P をみつける． = 0:35の時次の結果を得た．
P =
2666666664
3:07 0:00 0:03 4:06 0:01 0:04
 0:71 0:80 0:01 0:85 1:09
  2:53 0:05 1:09 3:33
   8:57 0:01 0:10
    1:61 2:36
     6:99
3777777775
 104: (3.24)
ただし，式 (3.15)の LMIはMATLAB LMI Control Toolbox (feasp)を用いて計算
した [26]．以下では終端コスト行列 P は式 (3.24)で求めた値を用いて最適化問題
PN(x)を解くための最適化アルゴリズムとその制御性能を 3.2.3節で述べたそれぞ
れのアクチュエータの組み合わせに対して述べる．
3.3.1 リアクションホイールを用いた最適化
3.3.1.1 最適化アルゴリズム
リアクションホイールによる入力は式 (3.17)の飽和特性を持つ線形入力となる
ため，最適化問題PN(x)は入力拘束をもつ非線形最適化問題となる．拘束つきの
非線形最適問題の解法として，内点法や逐次二次系計画法などの有効なアルゴリ
ズムが知られているが今回はMATLAB Optimization Toolbox (fmincon)の SQP
を用いた [27]．
3.3.1.2 制御性能
ここではRWのアクチュエータの性能を調べるために，まずはロール角の目標
角度を r = 0 (deg), 3 (deg)とした場合の小角度のスイッチグマヌーバと目標値
を r = 0 (deg), 60 (deg)とした大角度のスイッチングマヌーバについて数値シ
ミュレーション結果を示す．宇宙機に使用されるRWの出力は一般的に 0:01から
1(Nm)程度である [28]．今回想定したRWは us(i) = 1 (i = 1; 2; 3) (Nm)の入力ト
ルクの印加が可能なものを想定する．小角度のスイッチングマヌーバ (0deg-3deg)
におけるシミュレーション結果を図 3.3，3.4，3.5，3.6に示す．図 3.3，3.4は衛星
の姿勢角度と角速度をを表しているが目標値に漸近安定化していることが見て取
れる．また 80(s)ごとの目標値の切り替えのタイミングで新たな目標値へ向かうた
めに角速度に変化はみられるが，その後は単調減少していることがわかる．図 3.5
は衛星の制御入力を表し，切り替えのタイミングで入力飽和が発生していること
が見て取れる．図 3.6は誤差ノルム [(r k)2+(r  k)2+( r  k)2]1=2を表す．
この図から誤差ノルムは切り替えタイミング以外で増加することなく単調減少し
ていることがわかる．以上より，RWを用いた小角度のスイッチングマヌーバミッ
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ションにおいて入力飽和を発生しながらも目標値へ漸近安定している結果が得ら
れた．次に，大角度のスイッチングマヌーバミッションのシミュレーション結果
を図 3.7, 3.8, 3.9 および 3.10に示す．図 3.7のロール軸を見ると目標角度に近づ
けようとする応答を見せてはいるがその反応速度は緩やかであり，目標が切り替
わるタイミングで 20(deg)程度の誤差を持っていることがわかる．その後は目標値
が切り替わったものの角度の値は 0(deg)に近づいている．これはRWの最大出力
を用いても角速度を減速させるのに時間がかかるためである．図 3.8の 80(s)を見
れば目標地点が切り替わったタイミングで角速度を減少させていることがわかる．
図 3.9を見ても 80(s)を過ぎると逆方向へRWの最大トルクが入力されていること
が見て取れる．しかし，目標値に対してRWの最大出力が小さいため目標軌道の
ような姿勢変更ができていない．図 3:10をみても，角度誤差のノルムを抑え切れ
ていない結果となっていることがわかる．
この結果から目標値へ姿勢変更しようとトルク入力は入力飽和を発生させ可能
な限り大きな値をとっているが，目標値に比べて最大入力レベルが明らかに小さ
いため応答が遅くなり，80(s)ごとの目標値の切り替えに追いついていない．シス
テムの安定化のためには終端入力 uN が仮定 3.1を満たす必要があるがこの例では
明らかに満たしておらず制御不能となっている．この結果から，RW単体では高
速大角度の姿勢変更ミッションの実現は不可能であることがわかる．
3.3.2 リアクションコントロールシステムを用いた最適化
3.3.2.1 最適化アルゴリズム
RCS（リアクションコントロールシステム）を用いた入力は三値の量子化入力
となる．よって入力拘束 (3.18)のもとで最適化問題PN(x)を解く必要がある．も
しシステムが線形であれば整数二次計画問題 (IQP，MIQP)などを使用すること
で効率的に解を求めることが可能である [29]．しかし，今回は非線形問題を対象と
しており，有効なアルゴリズムを利用することが出来ないので，分枝限定法を利
用した解法アルゴリズムを作成した．アルゴリズムはの手順を次に示す．ただし，
入力は 3.2.3.2節で述べたRCSを想定し u 2 R3とする．
1 予測ステップ j = 0において目的関数を最小とする u0を 33の組み合わせの
中から選ぶ．
2 ステップ１と同様に j = 1から j = N   1まで繰り返し得た目的関数の上界
Vupper = L(x; u0) + L(x1; u1) +   + L(xN 1; uN 1) + Vf (xN)を決定する．
3 Vupperを上界値に設定し，uo(x)を深さ優先で全探索する．
4 その途中 Vupper < Vj (j < N   1)となる場合はその分枝の探索を中止し，隣
の分枝を探索する．
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図 3.3: 角度応答 RW[目標角度 0-3-0-3(deg)の場合]:上段ロール，中段ピッチ，下
段ヨー
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図 3.4: 角速度応答RW[目標角度 0-3-0-3(deg)の場合]:上段ロール，中段ピッチ，下
段ヨー
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図 3.5: 制御入力 RW[目標角度 0-3-0-3(deg)の場合]:上段ロール，中段ピッチ，下
段ヨー
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図 3.6 角度誤差ノルムRW[目標角度 0-3-0-3(deg)の場合]
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図 3.7: 角度応答RW[目標角度 0-60-0-60(deg)の場合]:上段ロール，中段ピッチ，下
段ヨー
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
-1
0
1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
An
gu
la
r v
e
lo
cit
y 
(de
g/
s)
-1
0
1
Time (s)
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
-0.5
0
0.5
図 3.8: 角速度応答RW[目標角度 0-60-0-60(deg)の場合]:上段ロール，中段ピッチ，
下段ヨー
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図 3.9: 制御入力RW[目標角度 0-60-0-60(deg)の場合]:上段ロール，中段ピッチ，下
段ヨー
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図 3.10 角度誤差ノルムRW[目標角度 0-60-0-60(deg)の場合]
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5 j = N   1のとき VN 1 < Vupperとなった場合 VN 1を新たな上界値に設定
する．
以上のアルゴリズムにより RCSを用いた三値の量子化入力において最適化問題
PN(x)を解きその最適解を求める．
3.3.2.2 制御性能
RCSを用いた大角度スイッチングマヌーバミッションのシミュレーション結果
を示す．ミッション内容はRWの時と同様で目標値 r = 0 (deg), 60 (deg)を 80(s)
ごとに切り替える．RCSはミッションに応じて様々なものが用いられているが宇
宙ステーション補給機「こうのとり」6 号機では姿勢制御用スラスタとして 120N
級のスラスタが用いられている [30]．本シミュレーションにおいては uq(i) = 100
(Nm) (i = 1; 2; 3)の出力が可能なものを想定した．このシミュレーション結果を
図 3.11，3.12，3.13，3.14，3.15に示す．図 3.11のロール軸に着目すれば，目標と
なる 0(deg)-60(deg)の近傍への姿勢変更がなされていることがわかる．図 3.12に
着目すれば目標が切り替わるタイミングで姿勢を動かし目標値近傍へ到達後は動
きを止めていることがわかる．図 3.13から一度目のマヌーバにおいてはロール軸
では姿勢変更中にスラスタがOnとなりその後はOとなっていることがわかる．
また，ピッチ軸，ヨー軸についてはOのままである．しかし，非線形項やモデル
の性質から，ロール軸まわりの姿勢変更が他軸への回り込みが発生する．図 3.11
図 3.13に着目すれば，ピッチ軸，ロール軸における出力がOの場合にもピッチ
軸，ヨー軸での姿勢変更が生じていることがわかる．この姿勢変更が蓄積される
とこれを打ち消すためにスラスタがOnになる (図 3.13 125(s)付近）．これにより，
姿勢は目標値 0(deg)に近づくが１ステップのスラスタのOn-Oでは精密な姿勢変
更は難しい．図 3.12と図 3.13からは 260(s)から 320(s)あたりでチャタリングを
起こしていることが見て取れ，1ステップのスラスタのOn-Oでは精密な姿勢変
更は難しいことがわかる．図 3.14からも見て誤差ノルムを 20(deg)程度に抑える
ことは可能であるが定常状態になってからもそれ以下の値で増減しており ISSと
なっている．図 3.15は 1ステップの計算時間を表しているが，サンプリング周期
を T = 3(s)以内で計算が行われていることが見て取れる．ただし，本シミュレー
ションでは姿勢が定常状態にはならず計算を行うため計算時間が落ち着くことは
ない．
この結果より，RCSを用いて高速大角度の姿勢変更をおこなった場合その応答
は速く目標値近傍へ近づくが，ISSとなるため目標値近傍で振動的となることが
わかる．よってRCSは粗制御には対応できるが高精度な姿勢変更は難しい結果と
なった．
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3.3.3 リアクションコントロールシステムとリアクションホイール
を併用した最適化
3.3.3.1 最適化アルゴリズム
これまでの結果からRCSでは高精度な姿勢制御が難しく，RWを用いると高速
大角度な姿勢変更に対応できないという欠点がみられた．ここではそれぞれの欠
点を補うためにRCSとRWの併用を考える．つまり，角度誤差が大きい場面では
RCSを用い，平衡点近傍でRCSの ISS領域に入った場合にはRW使用することに
より RCSの高速な制御性能と RWの高精度な制御性能を併せ持つ構成を考える．
3.2.3.3節述べた安定性で述べたようにRCSで不感帯となる領域でRWを動作させ
るよう最適化を行う．3.3.2.1節で述べた分枝限定法に基づくアルゴリズムを使用
して RCS単体による最適化問題 PN(x)の最適解を求める．得られた最適入力 uok
のうち不感帯領域に入っている入力 (入力値が 0となっている入力)軸に対しては，
RWの入力拘束 (3.17)のもとで 3.3.1.1節で述べた SQPを使用し新たに最適入力を
求める．そのとき得られる値関数 V oN がRCS単体を使用した場合よりも小さくな
る場合にはRWの入力をそうでない場合はRCSの入力をシステムに印加する．こ
のため，得られる値関数はRCS単体の場合よりも小さくなる．この計算を繰り返
すことにより，RCSとRWを併用した場合の最適解が得られる．
3.3.3.2 制御性能
RCSとRWを併用した場合の大角度スイッチングマヌーバミッションのシミュ
レーション結果を示す．ミッション内容は前回と同様で目標値 r = 0 (deg), 60
(deg)を 80(s)ごとに切り替える．それぞれの入力は 3.3.1節と 3.3.2節と同様の値
を用いた．この結果を図 3.16，3.17，3.18，3.19，3.20に示す．図 3.16のロール軸
に着目すればRCS単体による姿勢変更 (図 3.11)と比較すると定常状態になった後
の振動成分を抑えることができていることがわかる．また，ピッチ軸，ヨー軸に
対する回り込みも抑制することができ，すべての軸において目標値への姿勢変更
が実現されている．図 3.18に着目すれば，姿勢変更の大きいロール軸ではスラス
タの 100(Nm)のトルクが使用されており，大角度の姿勢変更に対応している．ま
た，ピッチ軸，ヨー軸においてはRWの 1(Nm)以下の入力が使用されており，こ
れによりロール軸の変更によるピッチ軸，ヨー軸への回り込みを抑制できている．
繰り返しマヌーバを行っても，RCS単体のときに発生していたチャタリングもみ
られない．図 3.19からみても定常状態になった場合は誤差ノルムは 0(deg)に近づ
き姿勢変更が達成されていることが見て取れる．また，図 3.20から 1ステップあ
たりの計算時間もサンプリング周期 T = 3(s)以下に収まっていることがわかる．
図 3.15と比較しても，RCSとRWを併用した場合の方が計算時間が短くなる結果
が得られた．これは，RCWと RWを併用した方が計算 RWを追加した分計算処
理は増えるが，そのRWにより定常状態に落ち着くため結果的に計算負荷が減少
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した結果が得られていると考えられる．この結果から，RCSとRWを併用すれば
RWによる誤差や他軸への回り込みの吸収が可能となり，高速大角度の姿勢変更
が達成できる．
3.4 あとがき
ここでは，アクチュエータとしてリアクションコントロールシステム (RCS)と
リアクションホイール（RW）を使用した宇宙機の高速・大角度の姿勢制御に対し
てモデル予測制御を適用しその安定性と最適性について検討した．これらのアク
チュエータの非線形を考慮したうえで安定性の保証が可能な設計方法を示した．そ
して，数値シミュレーションにおいて各アクチュエータ (RW,RCS)を単体で用い
た場合と併用した場合をそれぞれ評価しその結果をまとめた．RWは小角度で高
精度な制御が可能であり，RCSは大角度で高速な制御が可能であるが精度要求に
対して課題が残る．今回用いたスイッチングマヌーバは高速・大角度の姿勢制御
であるが高精度な姿勢制御も要求されるため，RWとRCSの併用によりその欠点
を補うことで望ましい結果を得られた．
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図 3.11: 角度応答RCS[目標角度 0-60-0-60(deg)の場合]:上段ロール，中段ピッチ，
下段ヨー
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
-10
0
10
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
An
gu
la
r v
e
lo
cit
y (
de
g/
s)
-10
0
10
Time (s)
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
-5
0
5
図 3.12: 角速度RCS[目標角度 0-60-0-60(deg)の場合]:上段ロール，中段ピッチ，下
段ヨー
第 3章 レギュレーション問題への適用 30
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
-100
0
100
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500Co
nt
ro
l in
pu
t (N
m)
-100
0
100
Time (s)
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
-100
0
100
図 3.13: 制御入力RCS[目標角度 0-60-0-60(deg)の場合]:上段ロール，中段ピッチ，
下段ヨー
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図 3.14 角度誤差ノルムRCS[目標角度 0-60-0-60(deg)の場合]
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図 3.15 計算時間RCS[目標角度 0-60-0-60(deg)の場合]
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図 3.16: 角度応答RCS，RW併用 [目標角度 0-60-0-60(deg)の場合]:上段ロール，中
段ピッチ，下段ヨー
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図 3.17: 角速度応答RCS，RW併用 [目標角度 0-60-0-60(deg)の場合]:上段ロール，
中段ピッチ，下段ヨー
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図 3.18: 制御入力RCS，RW併用 [目標角度 0-60-0-60(deg)の場合]:上からロール，
ピッチ，ヨー
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図 3.19 角度誤差ノルムRCS，RW併用 [目標角度 0-60-0-60(deg)の場合]
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図 3.20 計算時間RCS，RW併用 [目標角度 0-60-0-60(deg)の場合]
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第4章 トラッキング制御問題への適用
4.1 まえがき
宇宙機のミッションではあらかじめ目標とする軌道が定められていることが多い．
そこで，レギュレーション問題をトラッキング制御問題に拡張するために，目標
軌道と宇宙機の相対運動を表す誤差方程式を導出し平衡点近傍で線形化した LPV
モデルにMPCを適用することを考える．これによって，制御性能を低下させるこ
となく非線形MPCを解く際の課題のひとつである計算負荷の低減を可能とする．
ここでは，まず連続飽和入力を想定したMPCトラッキング制御則を求め，こうし
て得られた各軸ごとの入力をパルス幅変調することで量子化入力しか発生できな
いRCSでの制御の実現を考える．そしてその際の安定条件を導出する．最後に故
障衛星の捕捉問題を例題とした数値シミュレーションを実施して有効性を示す．
4.2 衛星モデルの相対運動方程式
ここでは，与えられた姿勢角度 ("r(t); r(t))と姿勢角速度!r(t)に対して，("; ; !)
! ("r; r; !r) (t ! 1)となるトラッキング制御則の設計法を導出する．ただし，
飽和特性     をもつ連続入力をまず仮定し，後にPWM変調を用いたRCS
による実装問題と安定性を議論する．ここで目標角度と角速度は対象となる宇宙
機の座標系 frgにおいて次式で表現できるものとする．
J _!r(t) + !

r (t)J!r(t) = r(t) (4.1)
_"r(t) =
1
2
 
"r (t) + r(t)I

!r(t); _r(t) =  1
2
"Tr (t)!r(t) (4.2)
これより宇宙機の機体座標系 fbgの frgに対する姿勢角度と角速度は次の相対運
動方程式（誤差モデル）で表現できる [31]．
"e(t) = r(t)"(t)  (t)"r(t) + "(t)"r(t) (4.3)
e(t) = (t)r(t) + "
T (t)"r (4.4)
!e(t) = !(t)  C(t)!r(t) (4.5)
ただし方向余弦行列C(t)は
C(t) =
 
2e(t)  "e(t)T "e(t)

I3 + 2"e(t)"
T
e (t)  2e(t)"e (t) (4.6)
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となる．いま式 (4.5)を式 (2.1)を用いて表現する．そしてよく知られた等式 _C(t) =
 !e (t)C(t)，および，式 (4.1)を用いると，相対運動方程式は次式となる．
J _!e(t) =  (!e(t) + C(t)!r(t)) J (!e(t) + C(t)!r(t))
+ J!e (t)C(t)!r(t)  JC(t)J 1
  !r (t)J!r(t) + r(t)+ (t) (4.7)
_"e(t) =
1
2
 
"e (t) + e(t)I3

!e(t); _e(t) =  1
2
"Te (t)!e(t) (4.8)
トラッキング問題は相対運動方程式 (4.7), (4.8)を，与えられた任意の初期値から，
("e; e; !e)! (0; 1; 0)(t!1)とするレギュレーション制御問題に変換できる．制
御系設計には運動方程式式 (4.7), (4.8)より得られる状態方程式を用いる．既に述
べたように，クォータニオンは恒等式 "Te (t)"e(t) + 2e(t) = 1を満たす．したがっ
て，変数 e(t)は，"e(t)を与えると一意に決定できる [13]．これより，状態変数を
xe(t) = ["
T
e (t) !
T
e (t)]
T , 制御入力を u(t) = (t)  JC(t)J 1r(t)と表すと状態方程
式表現のひとつが次式のように得られる．
_xe(t) = fe(xe(t); a(t); u(t)) (4.9)
ここで，入力 u(t)の拘束条件は   u(t) + JC(t)J 1r(t)   となることに留意
する．またパラメータ a(t) := ["Tr (t) !Tr (t) Tr (t)]T は以下に示す仮定 4.1を満たす
とする．
仮定 4.1
式 (4.9)の変動パラメータ a(t) 2 A は全時間帯にわたって時系列データとして事
前に与えられているとする．
次に，式 (4.9)を時間離散状態方程式で表現する．サンプリング周期Tを与え，関
数 fe()がxe 2 Xでリプシッツ条件を満たすとする．このとき状態変数xe((k+1)T )
と xe(kT )の関係は次のように与えられる [15]．
xe ((k + 1)T ) = xe(kT ) +
Z (k+1)T
kT
fe(xe(t); a(t); u(t))dt (4.10)
通常行われるように，入力はサンプル点間で一定として定積分にオイラー近似を
施すと，時間離散システムの状態方程式は次式となる [16]．
xk+1 = f(xk; ak; uk) (4.11)
ただし，xk := xe(kT ), ak := a(kT ), uk := u(kT )と表記を簡略化した．これより，
得られた状態方程式 (4.11)の平衡点は明らかに (xk; uk) = (0; 0)であることがわか
る．また
f(0; ak; 0) = 0; 8ak 2 A (4.12)
が成り立つ．
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4.3 最適性と安定性
ここでは，標準的なモデル予測制御の安定化および最適化の方法について，よ
く知られている事実をまとめて示す [14]．いま，制御設計の線形化モデル (4.11)の
閉ループ最適化のための目的関数を次式のように定める．
VN(x; u) = Vf (xk+N) +
N 1X
i=0
L(xk+i; uk+i) (4.13)
ここで，L，Vfをそれぞれ，ステージコスト，終端コストである．Nは予測ステップ
数であり，予測時間はNT (s)となる．また x := xkは予測初期状態を，xk+N 2 Xf
は予測終端状態を表す．ここで u(x) := fuk; uk+1;    ; uk+N 1gを入力列と呼ぶこ
とにする．モデル予測制御では，次式で定義される最適化問題PN(x)を考える．
V oN(x) = min
u
fVN(x; u) ju 2 U; xk+N 2 Xf g (4.14)
いま式 (4.14)より得られる最適入力を次式のようにまとめて表す．
uo(x) =

uok; u
o
k+1;    ; uok+N 1
	
(4.15)
モデル予測制御では，このうち uk(xk) := uok 2 Uを制御対象 (4.11)に入力して，
初期状態量 xkを次のサンプリング点での状態量 xk+1に駆動することにする．そ
して，サンプリング時刻 (k = 0; 1; 2;    )毎に同様の手順を繰り返し実行する [14]．
このように最適化された制御入力 uok = uk(xk)は, 状態量 xkの実質的なフィード
バック制御となる．したがってモデル予測制御では最適性と同時に閉ループ系の
安定性についても吟味しなければならない．次に安定性について，本論文の議論
に必要なよく知られている定義と定理を示す [14][19]．
定理 4.1
スカラ関数 V : Rn ! R+が，クラスK1関数 i() i = 1; 2; 3を用いて
1(jxkj)  V (xk)  2(jxkj) (4.16)
V (xk+1)  V (xk)   3(jxkj); 8ak 2 A (4.17)
と表せるとき，V (xk)はシステム xk+1 = f(xk; ak)のリアプノフ関数であり平衡点
は漸近安定である．
モデル予測制御の閉ループ安定性を議論するためには，式 (4.14)の最適値であ
る値関数 (value function) V oN(x)をリアプノフ関数の候補とする．値関数がリアプ
ノフ関数となることを示すために必要となる，目的関数についての仮定および定
理は以下である [14]．
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仮定 4.2
モデル予測制御で設定する目的関数 が次の２つの条件を満足する．
(a) ステージコストと終端コストが次の条件を満たす.
L(xk+i; uk+i)  1(jxk+ij); 8xk+i 2 X;8uk+i 2 U (4.18)
Vf (xk+N)  2(jxk+N j); 8xk+N 2 Xf (4.19)
(b) 次の条件を満たす終端入力 uk+N(xk+N) 2 Uが存在する．
Vf (xk+N+1)  Vf (xk+N)   L(xk+N ; uk+N) (4.20)
ただし xk+N 2 Xf でありXf は不変集合である．
定理 4.2
目的関数 (4.13)が仮定 4.2を満たすものとする．このとき，値関数 V oN(x)はリア
プノフ関数となる．そしてモデル予測制御 (4.11)は閉ループ系
xk+1 = f(xk; ak; u
o
k) (4.21)
を，全ての ak 2 A，x0 2 Xに対して漸近安定とする．
4.4 目標軌道近傍での線形化による安定化と最適化
本節では，飽和特性を持つ連続入力を用いた非線形宇宙機システム閉ループ系の
モデル予測制御を考える．計算負荷を軽減して，実用的な計算時間でモデル予測制御
を行う設計法として，まず考えられる最も簡単な方法は式 (4.11)を (xk; uk) = (0; 0),
ak  0の近傍で線形化することである．このとき得られるモデルは線形時不変 (LTI;
linear time-invariant) システムとなり，最適化問題 PN(x)は線形最適化問題とな
り最適化は容易である．また，オフラインで解いたリッカチ方程式の解P > 0を用
いることで閉ループ系の漸近安定性を保証できる [21]．しかし，目標軌道 akの変
動範囲が小さいことを前提としているので，本研究の目標であるアジャイルな宇宙
機のトラッキング制御に適用するには必ずしも適していない．そこで本稿では，非
線形状態方程式 (4.9)を目標軌道 (4.1), (4.2)まわりで線形近似して設計モデルを作
成する．いま誤差方程式の平衡点を "e = 0, !e = 0，方向余弦行列をC = I   2"e
とすると，式 (4.9)は次式で近似表現できる [33]．
_xe = Ae(a(t))xe +Beue (4.22)
Ae(a) =
"
0 1
2
I
A21(a) A22(a)
#
; Be =
"
0
J 1
#
: (4.23)
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ただし，xe := ["Te !Te ]T，ue :=    r，
A21(a) =  2J 1
 
!r  J!r   (J!r)!r

+ 2(J 1!r J!r)
   2(J 1r) (4.24)
A22(a) = J
 1  (J!r)   !r J  !r : (4.25)
とした．このLPVシステムの時間連続状態方程式は，サンプリング周期を T を与
えると，次の時間離散状態方程式となる．
xk+1 = A(ak)xk +Buk (4.26)
ここでA(ak) := I +Ae(a(kT )) T , B := Be T , uk := ue(kT )と略記した．また
(A(ak); B)は 8ak 2 Aに対して可制御であり，入力の許容集合は   uk+ r  
である．
4.4.1 安定化
次に線形パラメータ変動システム (4.26)を設計モデルに用いたMPCが閉ルー
プ安定性を保証する目的関数 (4.13)の設定法を導出する．ステージコスト Lと終
端コスト Vf を次式で与える．
L() = 1
2
 
xTk+iQxk+i + u
T
k+iRuk+i

; Vf () = 1
2
xTk+NPxk+N ; Q > 0; R > 0:
(4.27)
また終端コストの行列 P > 0は閉ループの安定性を保証するように以下の手順で
求める．まず Lおよび Vf は状態量および入力の線形二次形式で表現されている．
従って式 (4.27)は明らかに仮定 4.2(a)を満たす．次に仮定 4.2(b)を吟味するた
めに，いま許容終端入力のひとつを
uk+N =  Kxk+N (4.28)
とおいてみることにする．ただしKは定数行列とする．式 (4.28)は終端拘束条件
uk+N 2 Uを満たす最も簡単な構造をもつ入力を表しており，式 (4.27)を式 (4.20)
に代入すると次式を得る．
(A(ak+N) BK)T P (A(ak+N) BK)  P +Q+KTRK < 0 (4.29)
したがって，全ての ak+N 2 A+に対して，式 (4.29)を満たす正定行列P が存在す
れば，明らかに仮定 4.2(b)を満足することがわかる．
これまでに得られた条件式 (4.29)は，変数P と変数Kの積を持つ非線形不等式
であり，このままでは解法は困難である。しかし，これは次の線形行列不等式と
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等価であることを示せる．
X > 0;
26664
X XAT (ak+N)  Y TBT X Y T
 X 0 0
  Q 1 0
   R 1
37775 > 0 (4.30)
ただしX, Y より P = X 1, K = Y X 1．
しかし，ak+N 2 Aは時間依存のパラメータなので，その全てについて (4.30)を
満たす変数Xを求める必要がある．そのために，行列A(ak+N)を次式のように記
述して，集合Aをパラメータの最大値および最小値を端点としてもつポリトープ
で表現する [34]．
A(ak+N) =
X
i=1
iAi; i  0;
X
i=1
i = 1: (4.31)
ただし  は端点数を，Aiは端点 iでの行列 Ai := A(ai)を表す．これによって式
(4.30)を満たす解X > 0は，次の連立LMIの共通解X > 0として求めることがで
きる．
X > 0;
26664
X XATi   Y TBT X Y T
 X 0 0
  Q 1 0
   R 1
37775 > 0; i = 1;    ; : (4.32)
以上より，モデル予測制御の目的関数の設定方法として，まずステージコストの
重み行列Q > 0, R > 0を与え，これらの値を使って式 (4.32)の共通解X > 0から
求めた P = X 1を終端コストの重み行列として用いることで LPVシステムのモ
デル予測制御で漸近安定とできることを示した．行列Q，Rは最適レギュレータ
問題の場合と同様に，制御性能と制御入力のトレードオフで試行錯誤的に設定す
ることができる．本稿の数値例では式 4.32においてX と Y の共通解から得られ
た結果を示している．ただし，Y ＝KX 1については共通解とする必要はないの
で解が求めづらい場合はKを端点ごとに Yi = KiXとして LMIを解けば式 (4.32)
は次式のように緩和できる．
X > 0;
26664
X XATi   Y Ti BT X Y Ti
 X 0 0
  Q 1 0
   R 1
37775 > 0; i = 1;    ; : (4.33)
しかし，全ての端点での kiに対して終端入力 uk+N =  Kixk+N 2 U が成り立つ
ことを別途保証する必要がある．
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4.4.2 最適化
線形パラメータ変動システム (4.26)を設計モデルとするモデル予測制御の最適
化問題PN(x) (式 (4.14)) は以下のように解くことができる．いま，状態量と制御
入力からなるベクトルを次のように表すことにする．
x :=

xTk+1;    ; xTk+N
T
; u :=

uTk ;    ; uTk+N 1
T
(4.34)
xは，式 (4.26)を使うと，uと予測の初期状態 xkを使って次のように表現できる
ことに注意する．
x = Axk +Bu (4.35)
A =
26664
A0
A1A0
...
AN 1:1A0
37775 ; B =
26664
B 0    0
A1B B    0
...
...
...
AN 1:1B AN 2:1B    B
37775
上記ではA`:1 = A`A` 1   A1, ただしA` = A(ak+`)と，簡略に記述した．これに
よって，目的関数 (4.13)は，式 (4.27), (4.35)より，
VN(x;u) =
1
2
 
xTkQxk + x
TQx+ uTRu

(4.36)
=
1
2
xTkGxk +
1
2
uTHu+ xTkF
Tu (4.37)
となる．ただし
Q := diag (Q;    ; Q; P ) ; R := diag (R;    ; R;R) (4.38)
G = Q+ATQA; H = BTQB +R; F T = ATQB: (4.39)
とした．式 (4.37)のうち，初期値 xkで定まる初項は定数であることに留意すると，
最適化問題PN(x)は，次式に示す二次計画問題となる．
min
u

1
2
uTHu+ xTkF
Tu

s:t:
     r  uk+i     r; (8i = 0; 1;    ; N   1): (4.40)
拘束付二次計画問題の解法は十分に研究されており容易に利用できるソルバがある．
4.5 シミュレーションによる数値検証
連続飽和入力によるモデル予測制御を用いたトラッキング問題の安定性につい
て，以上で得られた結果を数値をシミュレーションによって検証する．シミュレー
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ションには自由運動を行っている故障衛星の捕捉のための宇宙機チェーサー衛星
のトラッキング制御を例題として考える [37]．そして次に，RCS によってこの制
御則を実装するためにパルス幅変調 (PWM) を用いることを提案して，その際の
閉ループ安定性と制御性能について更に議論を行いシミュレーション結果を追加
する．
4.5.1 目標軌道の設定
自由運動を行っている故障衛星 (ターゲット衛星) の初期値を "r(0) = [0 0 0]T
(-), !r(0) = [3 3 0]
T (deg/s)，トルク入力を r  0(Nm)，慣性モーメント行列を
J =
2647050   0:536 43:9 2390 1640
  6130
375 (kg m2): (4.41)
として，運動方程式 (4.1), (4.2)を解いて目標姿勢角度 "r，角速度!rを求める．時
系列データの結果を図 4.1, および図 4.2に示す．
4.5.2 連続値入力による検証
得られた目標軌道より誤差方程式を作成して，入力飽和を持つ連続値入力を用い
たモデル予測制御によるトラッキング制御の数値シミュレーション結果を以下に示
す．目的関数は，Q = block-diagf100 I; Ig, R = 0:001 Iと設定した，終端コ
スト行列P > 0は，変動パラメータが a = [!Tr 0]T であること，また 図 4.2の結果
より，各機体軸まわりの目標角速度の変動幅を，それぞれ，!r(1) 2 [ 3; 3](deg/s),
!r(2) 2 [ 3; 3](deg/s), および，!r(3) 2 [ 4; 2](deg/s)と見積もることより，式
(4.32)より次のようになる．
P =
2666666664
0:23 0:00 0:00 0:56  0:01  0:02
 0:12 0:04  0:02  0:17 0:14
  0:21  0:03 0:14 0:48
   2:52 0:00 0:03
    0:53 0:69
     2:10
3777777775
 104 (4.42)
シミュレーションでは，飽和入力レベルを各軸ともに 50 (Nm)とし，サンプリン
グ周期と予測ステップ数はそれぞれ T = 1 (s), N = 10 とし，最適化問題 PN(x)
はMATLABの quadprogを用いて解いた [27]．
図4.3,図4.4,および図4.5に，これまでに設計したLPVモデルを用いて自由運動
するターゲット衛星へのトラッキング制御を行った結果を示す．ここではチェーサー
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衛星の初期値として姿勢角を 1 2 3系のオイラー角においてロール角とピッチ角
に 30 (deg),ヨー角を0 (deg)として与え，初期角速度を!(0) = 0 (deg/s)と設定し
た．設定した初期姿勢角をクォータニオンで表現すれば"(0) = [ 0:25  0:25 0:067]T
となる．図には，比較のために，次式に示す線形時不変モデル (LTI)を用いたモ
デル予測制御の結果も示した．
xk+1 = Axk +Buk (4.43)
A =
"
I 1
2
TI
0 I
#
; B =
"
0
TJ 1
#
(4.44)
ただし，行列Q, RはLPVと同様とし，P は定数の線形行列の不等式を解くこと
で次のように得た．
P =
2666666664
0:20 0:00 0:00 0:48 0:00 0:00
 0:12 0:03 0:00 0:17 0:11
  0:18 0:00 0:11 0:2
   1:94 0:00 0:02
    0:45 0:51
     1:62
3777777775
 104 (4.45)
以上のように求めた，LPVの結果と線形最適化問題PN(x)を解いた結果の比較を
行う．線形最適化問題での解法はMATLABの quadprogを用いて解の導出を行っ
ている．この結果を図 4.3，図 4.4，図 4.5に示す．図 4.3は姿勢角の応答を示し，
図 4.4は角速度の応答を表す．ヨー角の結果に着目すれば，LPVMPCが 40(s)程
で誤差なく追従出来ているのに対し，LTIMPCは一度オーバーシュートをしたあ
と，100(s)ほどから誤差なく追従を開始している．図 4.5はそれぞれの入力を表し
ているが，はじめの 10(s)ほどで入力飽和を起起こしているが不安定になることは
なかった．また，最適化に必要となるオンライン計算時間は LPVと LTIいずれ
の場合も 0:02 (s)程度であり，サンプリング周期 (T = 1 (s)) 内で演算処理が可能
であった．この結果から，LPV, LTIいずれも制御誤差が収束するが，LPVモデ
ルを設計モデルとすることで，整定時間は短くなり収束が速いことがわかる．
4.5.3 リアクションコントロールシステムを用いたPWMによる
実装
以上では連続飽和入力による LPVシステムを設計モデルとするMPCによるト
ラッキング制御の有効性を示した．しかしシミュレーション結果からも明らかなよ
うに，大角度のトラッキング制御には，大きいトルクを発生できるアクチュエータ
が必要である．これは一般に使用されてきたRWでは実現できない．有力なアク
チュエータの候補としてコントロールモーメントジャイロ (CMG; control moment
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gyro) がある．しかしCMGは特異点をもつために運用が容易ではないこと，十分
な開発実績がないことなど現状では多くの問題点があり，わが国ではまだ実用段階
にない．そこで，これまでと同様に，従来から多くの実績をもつスラスタを用いて
連続入力と同等のMPCの安定性と制御性能が実現できるかどうかを以下で検討す
る．そのために，前章では，RCSによる 3値の量子化入力による安定化を議論し
てきたが，ここでは，パルス変調技術を使用する．パルス変調も宇宙開発では古く
から用いられてきた技術であり，PWM(Pulse Width Modulation)，PWPF(Pulse
Width Pulse Frequency Modulation)，DRM(Derived Rate Modulation)などが提
案されてきた [1]．本稿では 4.4節で求めた最適入力 uokとなる入力トルク kを最
も簡単なPWMで実装することを考え，新たに安定性について考察し，シミュレー
ションによって有効性を確認する．
4.5.3.1 PWM入力を用いた場合の安定性
いま，RCSとして，図 4.6に示すように 6組 12個のスラスタを用いた構成を考え
る．これによって，RCSは並進力を相殺して，各軸独立のトルク  = [(1) (2) (3)]T ;
(i) 2 Rだけを宇宙機に作用させることができる．この状態方程式は次のように得
られる．
_xe = Ae(a(t))xe  Ber +
3X
i=1
Be(i)(i) (4.46)
ここではBe = [Be(1) Be(2) Be(3)]; Be(i) 2 R3と略記する．モデル予測制御のサンプ
ル時刻 kでの最適入力トルク k(i)の力積を, それぞれの機体軸 i(i = 1; 2; 3)毎に，
パルス幅 (i)で変調するものとすれば,
(i)(t) =
(
(i) sgn(k(i)) kT  t < kT + (i)
0 kT + (i)  t < (k + 1)T:
(4.47)
となる．ただし実際に発生できるパルス幅 (i)は物理的な制約から，(i)  (i) 
(i) となる [1]．(i), (i)はそれぞれスラスタが発生できる最小パルス幅，最大パ
ルス幅である．この制約より，実際に実現できるパルス幅は次式となる．
(i) = k(i)sgn(k(i)) + v(i);  = T=(i) (4.48)
v(i)は最小パルス幅 (i)の制約による実入力との入力誤差を表す．また最大パルス
幅は (i) = T とおくこととする (図 4.6右)．以上の設定より，式 (4.22)のサンプ
リングの結果得られる解は
xe((k + 1)T ) = xe(kT ) +
Z (k+1)T
kT
(Aexe  Ber) dt
+
3X
i=1
"Z kT+(i)
kT
Be(i)(i) sgn(k(i))dt
#
(4.49)
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となる．これまで同様に右辺の第２項をオイラー近似する． また右辺の最終項に
式 (4.48)を代入すると，次式のように時間離散状態方程式が求まる．
xk+1 = A(ak)xk +Buk + wk (4.50)
ただし加法的外乱wkは
wk =
3X
i=1
Be(i)sgn(k(i))v(i) (4.51)
であり有界となる．そして，もしwk = 0，即ち最小パルス幅を零とできる理想状
態ならば，式 (4.50)は式 (4.26)と等しくなることがわかる．このように，入力外
乱を伴うシステムの安定性は，既に定理 2.1で述べたように，漸近安定性のかわ
りに入力状態安定性を調べることができる．この場合には，外乱のないシステム
(4.26)のMPC最適化問題 PN(x)の値関数 V oN(x)を ISSリアプノフ関数の候補と
する [14]．実際，V oN(x)は 定理 4.1の (4.16), および (4.17)を満たすので，外乱wk
がwk  0のときPWMによる閉ループ系は漸近安定である．また最小パルス幅の
存在のために，有界な非零のwkがあるとき V oN(x)は 定義 2.2の (2.14), (2.15)を
満たす．そして，その解は
jxk+1j  (jx0j; k) + (kwkk); 8xk 2 X; 8wk 2W (4.52)
となる．ただし()はKL関数, ()はクラスK関数である [18]．以上より，PWM
変調を用いれば，連続飽和入力を仮定して求めたMPCをRCSによってで実装し
て閉ループ系安定性を保証できる．
4.5.3.2 数値検証
図 4.7, 図 4.8, および図 4.9に，4.5.2節のLPVの最適入力の結果とPWM変調
による入力のOn-O化をした場合の比較結果を示す．ここでは理想的なPWM変
調が可能である場合として，最小パルス幅がなく，どんな小さな入力も出力可能と
した例をPWM0とする．しかし，実際には物理的制約から不感帯が存在するた
め，最小パルス幅の設定が必要となる．ここでは，最小パルス幅を (i) = 0:01 (s)
とした例をPWM1と設定している．図 4.7と図 4.8はLPVとPWM0，PWM1
の角度応答と角速度応答を重ね書きしたものである．連続値入力の場合に比べて
PWM変調によるOn-O化を施した場合の方が入力の劣化がみられることと推測
したが，PWM変調を施した場合も応答に大きな劣化は見られなかった．図4.9はそ
れぞれの入力を表す，この結果からPWM0，PWM1ともに連続値入力をOn-O
入力へ変換できていることがわかる．PWM0では不感帯を設けていないため定
常状態になった後も入力のOn-Oが繰り返されている．この入力により，連続入
力のときと同様に閉ループ系は漸近安定となる．ただし図 4.9から制御入力はチャ
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タリング状態となり，実用上は好ましくない結果である．一方，不感帯を考慮し
最小パルス幅を設定したPWM1では定常状態となった後は 70(s)以降はPWM0
と比べ入力のOn-O回数が減少しているのがみてとれる．図 4.7では漸近安定し
てるように見て取れるが実際には，定常状態後に0:005 (deg)程度の微小な振動
を繰り返している．これは，不感帯が存在する場合はシステムが ISSとなること
を示しているが，最小パルス幅は普通は十分に小さい値なので実用上の問題は大
きくない [1]．高精度な姿勢制御が必要となり微小な誤差も抑制したい場合には前
節で述べたようにRW などの連続値入力が可能なアクチュエータを併用すること
でシステムを漸近安定化することが可能である．一方，最小パルス幅に対応して
入力に不感帯が発生ことによって，スラスタの噴射回数は減少しチャタリングが
防止できるという長所があることがわかる．
4.6 あとがき
ここでは，モデル予測制御を用いてRCSによる宇宙機の非線形トラッキング制
御が達成できることを示した．制御則設計には宇宙機の目標軌道との相対運動方
程式を考え，線形パラメータ変動系 (LPV)を設計モデルとして使用することでオ
ンライン計算の負荷を低減でき，閉ループ系の安定性と最適性を同時に満たすモ
デル予測制御が可能であること示した．次に，PWM変調技術を用いれば，得ら
れた最適入力をリアクションコントロールシステムを用いて実装することができ，
安定性・制御性能ともに満たされることをシミュレーション結果と共に示した．こ
の結果より，高速・大角度が必要な宇宙ミッションにおいてモデル予測制御の適
用が可能になったと考える．
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図 4.1 故障衛星のクォータニオン：上段 "r(1), 中段 "r(2), 下段 "r(3)
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図 4.2 故障衛星の角速度：上段 !r(1), 中段 !r(2), 下段 !r(3)
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図 4.3: 線形化方法の違いによる性能比較 [追従誤差（クォータニオン）]：上段　
"e(1), 中段 "e(2), 下段　 "e(3)．
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図 4.4: 線形化方法の違いによる性能比較 [追従誤差 (角速度）]：上段 !e(1), 中段
!e(2), 下段 (!e(3))．
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図 4.5 線形化方法の違いによる性能比較 [制御入力]：上段 (1), 中段 (2), 下段 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図 4.6 左図：スラスタ配置位置，右図：パルス幅特性（横軸：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図 4.8: 連続入力と PWM変調の比較 [角速度の追従誤差]：上段 !(1), 中段 !(2), 下
段 !(3)
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第5章 結論と課題
5.1 結論
本論文では，宇宙機の高速・大角度の姿勢変更ミッションを実現させるための解
法としてレギュレーション問題とトラッキング問題の二つに対するMPCを用いた
解法を提案した．以下に 3章 (レギュレーション問題)と 4章 (トラッキング問題)
の結果をまとめる．
第 3章（レギュレーション問題）
1. 安定性を保証する終端コストの設計方法
モデルと入力の非線形性を考慮した閉ループの安定条件を導出した．この安
定条件は線形行列不等式 (LMI)で与えられ，凸可解問題として容易に計算す
ることが可能となることを示した．
2. 安定性を考慮したRCSによる高速・大角度の姿勢制御
数値シミュレーションにおいて複数のスラスタで構成されるリアクションコ
ントロールシステム (RCS：reaction control system)のみを用いた制御を考
えた．アルゴリズムとしては分枝限定法を用いたオンオフ入力による非線形
MPCの最適化を使用した．
3. RCSとRWの併用による漸近安定性を保証した姿勢制御
RCS単体の使用では閉ループ系は ISSとはなるが漸近安定にはならない．そ
こでRCSとリアクションホイール (RW：reaction wheel)を併用して漸近安
定化が可能であることを示した．これにより速応性を持ち漸近安定性を保証
した姿勢制御を実現した．
第 4章（トラッキング問題）
1. 宇宙機の運動方程式を相対運動方程式で表現
宇宙機が与えられた軌道を追従するトラッキング問題を考え，それにより宇
宙機の運動は目標軌道との誤差を表す相対運動方程式として記述することが
可能であることを示した．
2. 相対運動方程式の安定性と最適性の証明
本稿で扱う相対運動方程式は非線形時変モデルとなるが，目標軌道回りで線
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形化を施せば線形パラメータ変動系 (LPVモデル)として記述できる．この
LPVモデルを設計に用いた最適化法と安定条件を求めた．
3. パルス幅変調を用いた姿勢制御
トラッキング制御則を RCSで実装するためにパルス幅変調 (PWM：pulse
width modulation)を適用し，オンオフ入力による閉ループの安定性につい
て議論した．そして，パルス幅変調を用いることにより，安定性・性能を損
ねない姿勢制御を実現した．
5.2 今後の研究課題
今後の検討課題として，実際の導入を見据えると次のような課題があげられる．
1. 設計パラメータの決定方法
本論文では目的関数の重み行列Q，Rはあらかじめ決定しており，そのうえ
でシステムが安定となるような P を決定している．しかし，実際のシステ
ムへの制御要求は最短時間や最小燃料消費といった物理的な要求で与えられ
る．よって安定化可能を確保しながらシステムへの制御要求を満たすQ，R
の決定方法を求める必要がある．
2. 6自由度問題への拡張
ミッションによっては高速・大角度の姿勢変更に加えて並進方向の制御も必
要になる．よって，より広いミッションへの適用を考えるうえで回転・並進の
両方を考慮した 6自由度問題への拡張が必要になる．この問題点として自由
度が増えることにより，安定条件への制約が厳しくなることや計算コストの
増加が考えられる．また現在，並進運動の制御に使用できる大出力アクチュ
エータはスラスタしかなくOn-O入力への対応も必要となる．
3. 目標軌道の生成方法の検討
本論文では自由運動する故障衛星をターゲットとしたため目標軌道をあらか
じめ設定することができた．しかし，ターゲット情報を事前に知ることが出
来ないミッションも存在する．このような場合には，相手の情報を計測しな
がらリアルタイムに軌道を生成する必要がある．
4. 安定領域の設定
本研究では安定性は保証しているが，その保証される領域を明示してはいな
い．しかし，実際のミッションでは目標からのずれがどの程度までのが許容
されるかが決定される．よって安定領域を決定をしてからその領域に対して
安定性を保証する拡張が求められる．
5. 宇宙機の特徴を活かした制御則の構築
本研究は制御理論の立場から行っていて人工衛星の力学的な特徴を有効に生
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かした制御設計は与えていない．ＤＶＤＦＢ制御 [39]などとの融合で力学的
特長を考慮したロバストMPCを確立したい．
6. その他ミッションへの適用
本論文では高速・大角度の姿勢変更を目的としたが今後は月着陸やデブリ回
収など現在必要とされているミッションに対してもその有用性を示したい．
55
謝辞
本論文の審査において，大変有益なご指導とご教示を頂いた，電気通信大学　知
能機械工学専攻　田中一男教授，明愛国教授，金子修教授，小木曽公尚准教授,田
中基康准教授に，深甚なる感謝の意を表します．また，本研究を進めるにあたり，
終始．懇切なご指導とご助言を受け賜りました電気通信大学木田隆名誉教授に謹
んで，感謝申し上げます．さらに研究の細部に渡り，適切なご助言を頂いた，防衛
大学校航空宇宙工学科山口功教授，湘南工科大学池田裕一講師に厚く感謝の意を
表します. そして，日頃の議論を通じて共に研究活動を行ってきた，電気通信大学
　木田研究室の諸氏にも，心から感謝致します．最後に，両親を始めとして，研
究に従事する機会と環境を提供して下さった皆様方に深く感謝致します．
56
参考文献
1) 二宮敬虔 (編): 人工衛星の力学と制御ハンドブック, 培風舘 (2007)
2) 和田信敬, 佐伯正美: 入力飽和システムのAnti-windup制御, システム／制御
／情報, Vol.46, No.2, pp.84-90(2002)
3) 西谷紘一：モデル予測制御の応用, 計測と制御, Vol.28, No.11, pp.996-
1004(1986)
4) 新見和久：モデル予測制御の産業応用への展望, 計測と制御, Vol.43, No.9,
pp.647-653(2004)
5) 浜松正典, 加賀谷博昭, 河野行伸:非線形 Receding Horizon制御の自動操船シ
ステムへの適用, 計測自動制御学会論文集, Vol.44, No.8, pp.685-691(2008)
6) 氷野康平, 橋本智昭, 大塚敏之:タイヤ力の飽和と荷重移動を伴う四輪車両の非
線形モデル予測制御,計測自動制御学会論文集, Vol.50, No.5, pp.432-440(2014)
7) 小山健太郎, 野中謙一郎:障害物回避と切り返し点の自動調整によるモデル予
測車庫入れ制御, 計測自動制御学会論文集, Vol.50, No.1, pp.9-17(2014)
8) 丸山直人, 小池雅和, 千田有一:離散値入力を伴う空圧式除振台のモデル予測制
御, 計測自動制御学会論文集, Vol.51, No.11, pp.755-762(2015)
9) E. N. Hartley, P. A. Trodden, J. M. Maciejowski: Model predictive control
system design and implementation for spacecraft rendezvous, Control Engi-
neering Practice, Vol.20, pp．695-713（2012）
10) J. J. Arrieta-Camacho，L. T. Biegler: Real Time Optimal Guidance of Low-
Thrust Spacecraft: An Application of Nonlinear Model Predictive Control,
New Trends in Astrodynamics and Applications, Vol.1065, ｐｐ．174-188
（2005）
11) M. Leomanni, A. Garulli, A. Giannitrapani, F. Scortecci: An MPC-based
attitude control system for all-electric spacecraft with on/o actuators, IEEE
52nd Annual Conference on Decision and Control(2013)
参考文献 57
12) D. Y. LEE, R. Gupta, U. V. Kalabic, S. D. Cairano, A. M. Bloch, J. W. Cutler,
I. V. Kolmanovsky Constrained Attitude Maneuvering of a Spacecraft with
Reaction Wheel Assembly by Nonlinear Model Predictive Control, American
Control Conference(2016)
13) P.C. Hughes: Spacecraft Attitude Dynamics, John Wiely & Sons, NY (1986)
14) J.B. Rawlings and D.Q. Mayne: Model predictive control theory and design,
Nob Hill Publishing, LLC (2009)
15) E.A. Coddington and N. Levinson: Theory of ordinary dierential equations,
McGraw-Hill Book Co., NY(1955)
16) L. Grune and J. Pannek: Nonlinear model predictive control - theory and
algorithms, Springer, London(2011)
17) D.Q. Mayne, J.B. Rawlings, C.V. Rao and P.O.M. Scokaert: Constrained
model predictive control: stability and optimality, Automatica, Vol.36,
pp.789-814(2000)
18) Z.P. Jiang and Y. Wang: Input-to-state stability for discrete-time nonlinear
systems, Automatica, Vol.35, pp.857-869(2001)
19) H.K. Khalil: Nonlinear systems third edition, Prentice Hall, NJ(2002)
20) J.B. Rawlings and K.R. Muske: Stability of constrained receding horizon
control, IEEE Transaction on Automatic Control, Vol.38, pp. 1512-1516(1993)
21) P.O.M. Scokaert and J.B. Rawlings: Constrained linear quadratic regulation,
IEEE Transaction on Automatic Control, Vol.43, pp. 1163-1169(1998)
22) S. Boyd, L.E. Chaoui, E. Feron, and V. Balakrishnan: Linear matrix inequal-
ities in system and control , SIAM(1994)
23) T. Asakawa and T. Kida: Application of MPC to spacecraft attitude maneu-
ver using RCS and/or RW, Journal of Space Engineering, Vol. 6, No. 1, pp.
1-14(2013)
24) T. Kamiya, K. Maeda,N. and Ogura: Preshaping prole for exible spacecraft
rest-to-rest maneuver, presented at AIAA Guidance and Control Conference,
AIAA 2006-6181(2006)
25) T. Tanaka, T. Kida, T. Nagashio, T. Ohtani, I. Yamaguchi, T. Kasai, Y.
Hamada, S. Sakai, and N. Bando: A preliminary study on precise attitude
参考文献 58
switching maneuver of exible spacecraft, Journal of Space Engineering Vol.2,
No.1, pp.12-24(2009)
26) P. Gahinet, A. Nemirovski, A.J. Laub and M. Chiali: LMI control toolbox
for use with MATLAB, the Mathworks Inc(1995)
27) T. Coleman, M.A. Branch, and J. Pannek: Optimization toolbox users' guide,
the Mathworks Inc(1999)
28) 井澤克彦，市川信一郎: 高速回転ホイール（高速回転ホイール開発を通して
の知見），宇宙航空研究開発機構研究開発報告，JAXA-RR-07-025(2008)
29) A. Bemporad and M. Morari: Control of systems integrating logic, dynamics
and constraints, Automatica, Vol.35, pp. 407-427(1999)
30) 宇宙航空研究開発機構:宇宙ステーション補給機「こうのとり」6号機（HTV6）
【ミッションプレスキット】(2016), http://issstream.tksc.jaxa.jp/iss2/
press/htv6_presskit_a.pdf
31) Y. Ikeda, T. Kida and T. Nagashio: Nonlinear Tracking Control of Rigid
Spacecraft under Disturbances using PID Type H innity Adaptive State
Feedback, Transaction of JSASS, Vol.58, No.5, pp.289-297(2015)
32) A. Sakamoto, Y. Ikeda, I. Yamaguchi and T. Kida: Nonlinear Model Predic-
tive Control for Large Angle Attitude Maneuver of Spacecraft with RW and
RCS, to appear at 55th IEEE Conference on Decision and Control(2016)
33) A. Sakamoto, T. Nagashio and T. Kida: Gain Scheduled Tracking Control
for Spacecraft with Model Uncertainty, Proceedings of SICE Annual Confer-
ence(2013)
34) 蛯原義雄: LMIによるシステム制御, 森北出版 (2012)　
35) 池田雅夫, 藤崎泰正: 多変数システム制御，コロナ社 (2010)
36) 藤井隆雄:最適レギュレータの逆問題，計測と制御，27巻8号，pp.717-726(1988)
37) Y. Ikeda, T. Kida and T. Nagashio: Stabilizing Nonlinear Adaptive Control
of Spacecraft Before and After Capture, Transaction of JSASS, Vol.59, No.1,
pp.1-9(2016)
38) D.L. Marruedo, T. Aloma and E.F. Camacho: Input-to-state stable MPC
for constrained discrete-time nonlinear systems with bounded additive uncer-
tainties, Proceedings of 41st IEEE Conference on Decision and Control, pp.
4619-4624(2002)
参考文献 59
39) 木田隆：宇宙機の安定化と制御系設計, システム/制御/情報, Vol.45, No.10,
pp.556-561(2001)
60
付 録A コンパクト集合
A.1 開集合と閉集合
S  Rnの補集合を Sc := fx 2 Rnjx =2 Sgと定義する．また，すべての x 2 X
において  > 0となるような閉球体 B(x; ) := fzjjz   xj  g が存在するとき
X  Rnは開集合となる．X  Rnが閉集合であるとはXのRnでの補集合Xcが
開集合となることをいう [14]．
A.2 コンパクト集合
X  Rnが有界であるとは全ての x 2 Xにおいて jxj  M となるM < 1が存
在することである．X  Rnがコンパクト集合であるとはXが閉集合かつ有界で
あることをいう [14]．
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付 録B クラスK関数，クラスK1関数，
クラスKL関数
B.1 クラスK関数
関数  : R+ ! R+がクラスK関数であるとは下記の条件を満たすことをいう
[14]．
 は連続である．
 (0) = 0を満たす．
 は狭義の単調増加関数である．
B.2 クラスK1関数
関数  : R+ ! R+がクラスK1関数であるとは下記の条件を満たすことをいう
[14]．
 はクラスK関数である．
 は非有界である (s!1のとき (s)!1)．
B.3 クラスKL関数
関数  : R+  R+ ! R+がクラスKL関数であるとは下記の条件を満たすこと
をいう [14]．
 は連続である．
 (; t)(tを固定)はクラスK関数である．
 (s; )(sを固定)は減少関数である．
 limt!1 (s; t) = 0を満足する．
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付 録C 不変集合
C.1 正不変集合 (positive invariant set)
次のシステムに対し
x+ = f(x)
8x 2 Aに対して f(x) 2 Aを満たす集合Aを positive invariant setであるという
[14]．ただし，x 2 X．
C.2 ロバスト不変集合（robust positive invariant set)
外乱を含む次のシステムに対し
x+ = f(x;w)
8x 2 Aの時 f(x;w) 2 Aを満たす集合Aを robust positive invariant setであると
いう [14]．ただし，x 2 X，w 2W．
C.3 制御不変集合 (control invariant set)
入力を持つ次のシステムに対し
x+ = f(x; u)
8x 2 Aの時f(x; u) 2 Aを満たす入力uが存在するとき，集合Aをcontrol invariant
setであるいう [14]．ただし，x 2 X，u 2 U．
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